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CONCEITOS PRELIMINARES

1 CONCEITOS PRELIMINARES

No que se segue, considera-se U € R™xR™ = R?", U aberto e um ponto x € U sera denotado
por X = (q»p) = (qu---»qnaph---»pn)-

Definicdo 1.1. Um hamiltoniano em U é uma funcdo H : U — R diferenciavel

Consideracbes fisicas conduzem a uma escolha particular da funcdo H em U e é esta funcdo
escolhida que recebe o nome de hamiltoniano. Em geral, é requerido que H seja, pelo menos,
de classe G2

Definicdo 1.2. Dado um hamiltoniano H :— R, o campo vetorial hamiltoniano associado
Xy : U — R™ x R™ é definido como:

(11)

)

oH aH) B <6H oH oH 6H>

X ) =\ 53 A A VYA Y Ay AL
Hla.p) (ap 3q) ~ \op1’ ' opn’ da dan

Ao campo vetorial hamiltoniano associa-se um sistema de equacdes diferenciais de 12 ordem,
o sistema hamiltoniano (q,p) = Xwu(q,p)

oH
q'(t) = 3
P (1.2)
/(t) — fai
p aq M

O sistema acima ja exibe uma estrutura especial tipica dos sistemas hamiltonianos, entretanto
pouco revela sobre sua decorréncia na Fisica e quais caracteristicas adicionais importantes
possuem em func¢do dessa estrutura.

Exemplo 1A. Suponhan =1, q = (q1,q2) ep = (p1,p2) com m e k constantes positivas.
Seja H o hamiltoniano definido por

H:U-—R, U= (Rz\{(O,O)}xR2>

P>k p?+p3 k
Hiqp) = Pk _ _ , 13
P = "= 2m (@t e (13)

O campo hamiltoniano associado é dado por:

H_ p
OoH oH dp m

X =(=—,——; 1.4
g |qf
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E o sistema hamiltoniano:

q'(t) = %
, kq (1.5)
(t)=—73.
lql
Eliminando p(t) e p’(t) de (1.5), obtemos
.. kq
mj=——s.
lqf®

Que é a 22 Lei de Newton para o movimento de uma particula sujeita a uma forca central dirigida
a origem do referencial e de intensidade proporcional ao inverso do quadrado da distancia.

Definicdo 1.3. (Estrutura Simplética do R?™). E a matriz J € R*™?™ definida por:

J= [—(I) (I) ] , onde I € R™"*™denota a matriz identidade.

Verifica-se que a matriz J possui a seguinte propriedade:

P=-1J'=3"T=-7.

H oH
Escrevendo VH:= <2)q , Zp) temos a seguinte expressdo para o campo hamiltoniano:
oH 0 oH
s I s
N - oq | _
Xy = _’LH = o aj = JVH. (1.6)
0q op

Definicdo 1.4. Denomina-se matriz simplética 8 qualquer matriz real S 2n x 2n tal que
STJs =17, (1.7)

onde J é a estrutura simplética de R¥".

A colecdo das matrizes simpléticas munida de multiplicacdo matricial forma um grupo,
denotado por Sp(n). A forma bilinear Q : R?™ x R’ — R dada por Q(v,w) = (v, Jw)
é denominada forma canénica simplética e o R®™ munido com esta forma recebe o nome de
espaco vetorial simplético. Verifica-se que esta forma é anti-simétrica, pois (v, Jw) =vIJw =
WTIWT = wlJTy = —wTlv = —(w,Jv) = —(Jv,w), dai Q(v,v) = (v,Jv) = 0. Em
linguagem de formas diferenciais, recordando que uma 2-forma diferencial de classe C¥ é uma
aplicacdo

w:UcCR™ — A?(RM)
w(x) = Z ayj(x)dxy A dx;

1<i<i<n




CONCEITOS PRELIMINARES

onde U & um aberto de R™, A2(R™) & o espaco das aplicacdes bilineares alternadas e ajj: U — R,
1 <1i<j < nsdofuncdes de classe C*. Uma base para A%(R™) & dada por {dxiAdx;h<icj<n,
onde dx; € (R™)* é o funcional linear que leva um vetor v = (v1,...,vn) € R™ na sua i-ésima
coordenada, i.e., dxi(v) = vi. O produto exterior entre dx; e dx;, denotado por dx; /\ dx; é
uma operagdo anti-simétrica, i.e., dxi /A dx; = —dx;j /A dx;, donde decorre imediatamente que
dx{ /A dx; = 0. Cada elemento dx; A dx;j, T <1i<j<mn, da base do espaco AZ(R™) satisfaz

a regra:

v=(v1,...,vn), W= (wi,...,Wn)

dXi(\)) dXi(W) Vi Wi
dx: A dx: — — = VWi — WiVs .
X4 x;(v, w) dx;(v)  dx;(w) v W ViW; — WiVj

Portanto, sendo Q um elemento de A%(R?"), na notac3o (q,p) € R2™, pode ser escrito como
combinacdo linear de elementos da base {dqi A dqj, dqi /A dpi, dgi A\ dpj, dpi A dagj, dpi A dpjli<ici<n,
que resulta em:

v=(vi,...,von); W= (wi,...,wWan);
o1l [™
(v, Jw) = [V1 \)ZTJ
-1 0 Won
(1.8)
n n Vj wj
= Z (VjWnH - le:HW]) = Z
j=1 j=1 Vntj Wnij

Teorema 1.5. (Conservagio de Energia). Set — (q(t),p(t)) parat em algum intervalo 1 for
uma curva integral de (1.2), entdo existe uma constante E tal que H(q(t),p(t)) = E, ie o
hamiltoniano é uma integral primeira.

Prova. Tomando a derivada do hamiltoniano H em relac3o ao tempo, tem-se

dH
¢ (A8, p(1) = (VH, (d(t), p'())) = (VH, JVH) = Q (VH,VH) =0,
por (1.2), (1.6) e pela anti-simetria da forma simplética. 0O

Cada curva integral de um sistema hamiltoniano pertence a uma superficie de nivel do
hamiltoniano, i.e., o traco do caminho t — (q(t),p(t)) esta contido no conjunto

St =1{(a,p) € U|H(q,p) = E}, (1.9)
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denominado superficie de energia, que tem dimensdo (2n — 1), visto como subvariedade do
R2™. Uma importante propriedade de subvariedades diz que a intersecdo de k subvariedades
de dimensdo 2n — 1 (com vetores normais L.I. Isto faz sentido, pois a codimensdo é igual a 1)
do R?™ resulta em uma subvariedade de dimens3o 2n — k. Como o sistema hamiltoniano tem
dimens3o 2n, s3o necessarias 2n — 1 integrais primeiras, também chamadas de constantes do
movimento, para determinacdo completa de uma curva integral, que é a dada pela intersecio
das 2n — 1 superficies de nivel correspondentes. O caso n = 1 fica completamente determi-
nado pelo hamiltoniano, que é uma constante do movimento, por causa da lei de conservagdo
H(qg(t),p(t)) = E. Para o caso n > 1, & necessario buscar outras constantes do movimento,
além do hamiltoniano.

Definicdo 1.6. O Colchete de Poisson de duas fungées F,G : U C R?™ — R é definido por

{F,G}:=)_ (amcs_ame) = (VF,JVG) = Q (VF, VG) (1.10)
j=1

onde Q(-, -) é a forma candnica simplética do R2™

Teorema 1.7. Seja H : U € R®™ — R um hamiltoniano e (q(t),p(t)), t € 1 uma curva
integral do sistema hamiltoniano associado. Entdo, para qualquer funcio diferencidvel F : U —

R tem-se dF
a(q(t),p(t)):{F,H}(q(t),p(t)) (1.11)
Prova.
% (q(t),p(t)) = (VF,(d'(t),p’(t))) = (VF,JVH) = {F,H} (q(t),p(t))

Corolario 1.8. F: U € R*™ — R é uma constante do movimento (integral primeira) do
sistema hamiltoniano (1.2) se, e s6 se, {F,H} =0

De um modo geral, dizemos que duas constantes do movimento quaisquer F e G do sistema
hamiltoniano (1.2) estdo em involugdo quando {F, G} = 0. Ent&o o corolario (1.8.) nos diz que
toda constante do movimento estd em involu¢do com o hamiltoniano H.

2 SISTEMAS COMPLETAMENTE INTEGRAVEIS

Dada uma fungdo hamiltoniana H : U ¢ R?™ — R, ja sabemos que esta & uma integral
primeira ou constante do movimento para o sistema hamiltoniano associado dado por (1.2), cujo
o traco da curva integral esta contido na superficie de nivel SE ={(q,p) € U|H(q,p) = EL.
Isto quer dizer que o vetor gradiente VH é ortogonal aoc campo hamiltoniano, pois

(VH, Xpy) = (VH, JVH) = {H,H} = 0 (2.1)
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ouseja, Xy é tangente a superficie de nivel S}E (em linguagem de variedades, Xy é, de fato,
um campo vetorial tangente a subvariedade SE) Sabemos que ainda sobram 2n — 2 integrais
primeiras Fj, j = 1,...,2n — 2 a serem encontradas para se determinar completamente uma
curva integral. A cada Fj, podemos associar um campo vetorial hamiltoniano Xp, e a respectiva
superficie de nivel S]c:; ={(q,p) € U|Fj(q,p) = cj}, de onde se observa que o campo vetorial

hamiltoniano X§, & tangente a superficie de nivel S% pois
(VF;,Xg) = (VF;,JVE;) = {F;, F} =0 (2.2)

Cabe ressaltar que o hamiltoniano H & uma integral primeira muito especial, pois esta em invo-
lugdo com qualquer integral primeira F; do sistema hamiltoniano associado (d,p) = Xn(4q,p).
A proposicdo a seguir relaciona a involucdo com a propriedade de tangéncia a superficie de
nivel.

Proposicdo 2.1. Sejam {Fj};;] uma colegdo de integrais primeiras do sistema (1.2), {ij }j
. . . . Cj . - . . .
0s respectivos campos hamiltonianos associados e S]Ej _as respectivas superficies integrais.
j

Entdo X, é tangente a S% se, e so se, Fy e Fj estdo em involugdo, i.e., {F;, F;} = 0.

Prova.
<VFj,XFi> =0& <VF]", JVF1> =0 {Fj»Fi} =0

Corolério 2.2. Sejam F;, j = 1,...,k integrais primeiras do sistema hamiltoniano (q,p) =
Xu(q,p) e suponha que em um aberto U C U satisfacam s seguintes condicdes:

1. (VF, VF;) =0, Vi #j (gradientes L.I.), com VF; #0, Vi=1,... n.
2. {F;,Fj} =0, Vi,j=1,...,k (em involugdo).

Ent3o a interse¢do das superficies de nivel SE N.. .HS% é uma subvariedade de dimensdo 2n—k
no R2™, que contém todas as curvas integrais do sistema e os campos vetoriais X, , ..., X,
sdo L.I. e tangentes a ST' N ... N Sgx.

Fi Fx

Prova. Ja foi visto que a condigdo de tangéncia de X, para com S}C:; é dada por (VFj, Xg,) =0,
que é equivalente a {F;j,Fi} = 0. Como as k integrais primeiras estdo em involucdo entre si,
entdo cada campo vetorial X, é tangente a intersecdo das k superficies de nivel. Temos que

(Xr, Xp;) = (JVF;, JVF;) = (VF;, JTJVF)~> = (VF;, VF;) =0.

Portanto Xf,,...,Xf, sdo L.I. 0O

Uma pergunta natural que surge é qual seria o namero maximo de integrais primeiras em
involucdo entre si?
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Proposicao 2.3. Se F5, j = 1,...,k, sdo integrais primeiras do sistema hamiltoniano
(d,p) = Xulq,p), nas mesmas condicdes do corolario (2.2.) (i.e., em involucdo e com gradi-
entes L.1.), entdo k < n.

Prova. Pela propriedade de subvariedades, ja sabemos que Sg Nn...N S]C{ é uma subvari-
edade de dimensdo 2n — k no R?", portanto seu espaco tangente também tem dimensdo

2n — k. Pelo corolario (2.2.), como Xf,,...,XF, sdo L.I. e tangentes a S}C;: N...N Sﬁt
entdo para cada espaco tangente de dimensdo 2n — k fixado, ha k vetores L.l., portanto
k<2n—-k=—=2k<2n—k<n 0
Proposicdo 2.4. Se F;, j = 1,...,n, sdo integrais primeiras do sistema hamiltoniano

(d,p) = Xul(d,p), nas mesmas condi¢cées do corolario (2.2.) (i.e., gradientes L.I. e em involuggo),
entdo {Xf,}i*; é uma base para o espaco tangente de Sf:= S%} N...N S}C:z e, além disso,
VE LSEVji=1,...,mn.

Prova. Do corolario (2.2.), ja sabemos que Xf,,...,Xf, sdo L.l. e pertencem ao espago
tangente de S§, que tem dimensdo n, portanto Xf,,...,Xf, geram este espaco tangente.
Pela proposi¢do (2.1.), a condicdo de involugdo {F;,F;} = O implica em VF; L X, Vi,j =
1,...,m, logo VF; é ortogonal ao subespago gerado por Xp,,...,XF,, que é justamente o
espaco tangente a Sf, dai VF; L S§, Vj=1,... n.

O

A proposicdo acima nos diz que ha, no maximo, n integrais primeiras em involugdo, fato
este que conduz a seguinte definic3o:

Definicdo 2.5. Seja H : U C R® — R um hamiltoniano tal que F1 = H,F,, ... Fy sdo
as integrais primeiras em involugdo entre si, i.e., {Fi,F;} =0, Vi,j = 1,..., 1 para o sistema
hamiltoniano (q,p) = Xul(q,p). Entdo este sistema hamiltoniano é dito Completamente
Integravel ou, resumidamente, Integravel (no sentido de Liouville).

Verifica-se imdediatamente que para n = 1, todo sistema hamiltoniano é completamente

integravel.

3 O TEOREMA DE LIOUVILLE

Definicdo 3.1. sejam U,V C R?™ abertos. Um difeomorfismo f : U — V é dito uma
transfomac3o candnica (ou simplética) quando a matriz de f'(x) for simplética, Vx € U, i.e.,

)T If(x)=J, Vvxel.

Definicdo 3.2. Seja X : U ¢ R* — R¥ um campo vetorial e f : U — V C R* um
difeomorfismo. O push-forward de X por f é o campo vetorial f,(X) : V — R¥ definido por

f.(X)(y) = (T (y)X(F ' (y))




O TEOREMA DE LIOUVILLE

Definicdao 3.3. Um difeomorfismo f : U — V é dito preservar a estrutura simplética quando

Q (£ (X)(f(x)), f(Y)(f(x)))

QX(x),Yx), vxeld (3.1)

para quaisquer dois campos vetoriais X,Y : U — RZ™

E interessante caracterizar os difeomorfismos que preservam a estrutura simplética em ter-
mos de 2-formas diferenciais. Considere, por exemplo, que U,V C R? e o referido difeomorfismo
leva (q,p) € Uem (4,p) € V. A forma canénica simplética nas coordenadas (q,p) é dada
por Q = dq A dp, e nas coordenadas (&, ) é dada por Q = dd A dp. A expressio da matriz
da derivada de f sera:

04 94
o oq Op
op op
dq dp

Expressando as 1-formas diferenciais dg e dp na base {dq, dp}, observando que tratam-se das
diferenciais totais das funcdes d(q,p) e P(q,p) e desenvolvendo-se o produto exterior, temos:

oA s 04 0§ op op 0g0p 0paq
dgAdp=(—dq+—dp ) A(=—dq+-—dp | =( —= —=—— ) dgAdp. (32
aANdp <8q q+ap p) (aq a+ 3,9 3qop 2qop) NP (3.2)
A intencdo agora é mostrar que
dg AB(v,w) =dgAdp (fv,fw), Yv,weR% (3.3)

Para tanto, vamos desenvolver o segundo membro da expressdo acima e comparar com (3.2):

0G 04 0§ 04
9q op| |V g op| |™
dqAdp (fv fow)=dgAadp | |0 P oo
b | |y,| |0 o8],
oq Op oq Op
06 9a op  op 34 3G oF b
— dg A -4 o4, 9P b o4 o9 9P o9p _
dq dp<<aqv1+apvz, aq\)ri-apvz '\ 3g 1+ap 2, an1+apW2
-0
04 0p a4 P q op o4  0p
—dqAdp (| v, P o dqAd L 4y, <P
q D((aqvhan),(anl,a wi | | +dq L3 W’aqvl ) apwz, apwz +
-0
04 op 04 op 24 op 04 op
A g, » ., P A a,, ¥ ., &
+dq dP((apvz,apvz),(aq 1,an1>>+dq dp(<apvz,apvz : apwz,apw
oq 94 o4 94 04 04
9q dp 9q op| V' Willaq op 3§ 0p 9P 94
=Vviw; (j 1i)—lez ? ?Z (j E) :<qp_pq> dg A dp(v,w),
op 0 op 0p op 0p 0qodp 0qdp
- = — — V2 Wl |l — ——
oq O0p oq Op o0q Op
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que comparando com (3.2) resulta na expressdo em (3.3). Este resultado pode ser estendido
para R je.,

n n
Qv,w):= Z dg; A\ dp;(v,w) = "V, f'ow Z d; A dp;(f'.v, f'.w) (3.4)
=1 =1

Uma importante relacdo entre transformagcdes canénicas e a preservacdo da estrutura sim-

plética é dada pela proposicdo a seguir.

Proposicdo 3.4. Um difeomorfismo f : U — V é uma transformacio canénica se, e s6 se,
preserva a estrutura simplética

Prova. Suponha f canbénica, ent3o:
Q (f(X)(F(x)), F(V)(f(x))) = (F(X)(f(x)), TFV)(F(x))) = (F()X(x), IF(x)Y(x)) =
= X()T F()TIF(x) Y(x) = X(x)TIY(x) = (X(x), T Y(x)) = Q (X(x), Y(x)).
—_—
=J , T & candnica
Reciprocamente, se f preserva a estrutura simplética, temos:
Q(f(X)(f(x)), f(Y)(f(x))) = Q(X(x), Y(x)) = (f(X)(f(x)), If(V)(f(x))) =
= (X(x),JY(x)) = X(x) T (x)TTF (x)Y(x) = X(x) "I Y(x).

Como a igualdade X(x) T/ (%) TJ f/(x) Y(x
R2™, decorre ent3o que f'(x)TJ f/(x) =

) = X(x)"J Y(x) ocorre para quaisquer vetores X(x), Y(x) €
J, portanto f é canénica 0O

Em vista da expressdo em (3.3), obtemos o seguinte corolario:

Corolario 3.5. Um difeomorfismof: U — V, queleva (q,p) € U C R* em (§,p) € V Cc R™™
n n

é uma tranformacio canénica e, e so se, Z dg; A dp; = Z dg; /\ dp;
j=1 =1

Prova. De (3.4) e da proposicio anterior, temos para quaisquer v, w € R?™:

f canénica

n n
Z dg; A dp;(v,w) = Q(v,w) = Q(f' v, f'w) = Qv,w) = Z dd; A dp;(v,w)
=1 =1

Proposicdo 3.6. Seja f : U — V uma transformacdo canénica entre abertos U,V C R?™.
Ent3o o push-forward de qualquer campo hamiltoniano por f, também serd um campo hamilto-
niano, mais especificamente, f.(Xy) = X1, para qualquer funcdo diferenciavel H : U —
R. Mais do que isso, f preserva o colchete de Poisson, i.e.

{Fof ' Hof "} ={FHjof"

para quais quer funcées diferencidveis F,H: U — R.
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Prova. Usando a notacio (H')T = VH, temos
Lo f(Xp) = (Fof H(Xpof ) =(fof H(IJVHof 1) =

= (o f IMH)Tof )= (Fof NI(fof ) (fof ) T(Hof N =

simplética

_ J(f/ o f—])—T(H/ ° f—1)T _ J((H/ ° f—])(f/ o f—])_1)T —
Regra d;r Cadeia

=J((Hof ))T =JV(Hof ) = Xpop

2. Seja g=f"", como f & simplética, ' Jf'T = J. Entdo temos:
gJg T =I=(VIE =TT T = (I T =TT =1
— g é simplética
{Fog,Hog}=(V(Fog),JV(Hog))=(((Feg)) ", J((Hog))") =
=(((Fog)g"",J((H og)g)T) = (F o Q)M(H/ 0og)l =
simplética
=(Fog)J(Hog)"=((Fog),J(Hog)T) =
= (V(Fog),JV(H oq)) ={FH}og

O

Dado o sistema hamiltoniano (q,p) = Xu(q, p), apesar de ser uma decorréncia do teorema
do fluxo tubular a existéncia local de 2n — 1 integrais primeiras independentes, n3o existe, a
priori, nenhuma receita ou férmula para se explicitar estas integrais. O Teorema de Liouville
fornece um critério de construtibilidade das integrais primeiras, relacionado com o conceito de
quadratura.

Definicdo 3.7. Uma aplicacdo é dita construida por quadraturas caso seja produzida pela
composicdo das seguintes operacées sobre uma dada colecdo de funcées:

e manipulacées algébricas elementares
e diferenciacio
e integragdo

e construcdo de aplicacées inversas

Teorema 3.8. (Liouville) A solugdo de um sistema hamiltoniano integravel (no sentido de
Liouville) pode ser obtida por quadraturas.
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n
Prova. Defina a 1-forma diferencial o« = o¢(q )= Z gidpi. Fazendo a derivada exterior,
i=T
obtemos doe = Y i*; dqi /A dpi = Q por (1.8), que é justamente a forma candnica simplética
do R?™. Considerando o sistema hamiltoniano (d,p) = Xn(q,p) com n integrais primeiras
F1,...,Fn em involucdo, vamos construir uma tranformacio canénica h, que leva as coordena-
das (qi, pi) em novas coordenadas (F;, ¥;) de modo que as integrais primeiras F;, i=1,...,n
estdo entre as novas coordenadas. Pelo corolario (3.5.), a aplicagdo sera candnica se preservar
a forma candnica simplética nas novas coordenadas:

n n
Q:qui/\dpi:ZdFi/\d\yi

i=1 i=1

Se (q(t),p(t)), t € I C R for uma curva integral do sistema (1.1), entdo pelo teorema (1.7.)
as funges F; e Wj satisfazem a:

dF; L. .
dit] (a(t),p(t)) ={H, F}(qa(t),p(t)) =0, porque & integral primeira
dy; oH
— t t)) ={H,V¥; t t) = —=—=10p;.
gt (a0 P() = [H ) (a(t),plv) = 5 = B
Note que o (35 acima é igual a 0 ou 1, porque H & uma das integrais primeiras Fy,...,Fp,

oH oH
portanto aparece como uma das novas coordenadas, dai 3F = 0,seFj #He 3 = 1 se
j j

F; = H. Assim, de um modo geral, 35 é uma constante, portanto ndo depende de t, o que
permite escrever:

Fi(a(t),p(t)) =F;(a(0),p(0)), ¥j(a(t),p(t)) =¥;(a(0),p(0)) + tB;

Seja S% a superficie de nivel para Fi(q,p) = ci. Seja S&:= S;: N...NSg, onde c:= (c1, ..., Cn).
oF, OF;
Pela proposicdo (2.4.), sabemos que VF; L S§, Vi=1,...,n e que VF; = (E)ql’ 61> #0
P
oF;
(por hipétese do teorema). Sem perda de generalidade, suponhamos — # 0, entdo, pelo

daq

teorema da funcdo implicita, podemos explicitar localmente q = ((c,p), lembrando que o
aparecimento de c nesta expressdo se deve ao fato estarmos trabalhando em S§. Considere a
funcdo

m q n

GRpI= | a=| 3 ale,p)ap:

mo qo i{—1

onde o trago do caminho de integracdo esta em S§ e vai do ponto de coordenadas mo:= (q(c, o), Po)

até o ponto m:= (q(c,p),p), onde qo € um valor de referéncia qualquer. Suponha que G
esteja bem definida, i.e., ndo dependa do caminho de integragcdo. Entdo ) i qi(c,p)dp; é

0G ..
uma forma exata, portanto temos i = P Definindo ¥; por
Pi

0G

Wl: _—
oF;
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teremos

n
dG =) WidF; + qidps
i=1

Lembrando a propriedade de formas diferenciais que d(dw) = 0 para qualquer forma w, temos:

n
0=4d(dG) =d (Z WidF; + qidm>

i=1

n n n n
=0=> d¥iAdFi+ ) daiAdpi=—) dFiAd¥i+) dqiAdp;

i=1 i=1 i=1 i=1
n n
= Y dRAdY; =) dgiAdp;
i=1 i=1

donde Q = Y ', dqi Adpi = Y i~ dFi A d¥;, ou seja, a forma canénica simplética é
preservada nas novas coordenadas (F;,W;). Isto mostra, via corolario (3.5.), que se G estiver
bem definida, entdo h é candnica.

Para mostrar a existéncia de G, invocamos o Lema de Poincaré, onde diz que toda forma
diferencial w fechada (i.e., dw = 0) é localmente exata (i.e., existe @ tal que w = do).
s = 0. Para

Da proposigdo (2.4.), a hipétese de involugdo das integrais

No caso, temos que mostrar que & é uma forma fechada em Sf, isto é, du
o = Qg
primeiras F; implica em {Xg JI*; ser uma base para o espaco tangente de Sf. Entdo dados
quaisquer dois vetores u,v do espaco tangente de S§, podemos escrevé-los como combinacdes
lineares de elementos da base do espago tangente, ou seja, wu =3 ' ; aiXp, ev =3 ", biXp
e levando em conta a bilinearidade da forma canénica simplética Q, temos que Q(u,v) =
0 & Q(Xr,Xp) =0, Vi,j =1,...,n. Mas Q(Xr,,Xg,) = (Xg,, IXg,) = (JVF;, J*VF) =
(JVFy, —F;) = —(F;, JVF;) = —{F;,Fi} = 0, portanto Q g =0, dai da|g. =0, portanto « &
F f

localmente exata em S§. Resumindo, mostramos como construir uma transformagdo candnica

tanto, note que du«

h, que leva (gi,pi) em novas coordenadas (Fi,¥;), onde as F; sdo as n integrais primeiras
em involucdo, e permite resolver trivialmente o sistema nas novas coordenadas, dando como
solucdo Fj(t) = F;(0) e ¥j(t) = Wj(0)+1tp;. Dessa forma, a solugdo do sistema original envolve
0s seguintes passos:

1. Explicitar g = q(c,p) localmente (operagdo de tomar inversa).

2. Construir G(F,p):= f::o x = 20 > it 4qilc,p)dp; (operagdo de integracdo).

0G . .
3. Obter as coordenadas ¥j:= 3F (operagdo de diferenciagdo).
j
4. Escrever a solugdo Fj(t) = Fj(0) e Wj(t) = ¥j(0) + tB; nas novas coordenas (operagdo
de manipulagdo algébrica elementar).

5. Obter a solugdo do sistema original via (q(t),p(t)) = h™' (F(q(t), p(t)), ¥(q(t), p(t)))
(operagdo de tomar inversa).

Com isso, foi mostrada a solubilidade do sistema completamente integravel via quadraturas. O
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4 APLICACOES

Para ilustrar um exemplo de aplicacdo do teorema de Liouville, considere a funcdo hamiltoniana

H:R® — R do modelo conhecido na literatura como Molécula de Toda:

.I

cujo sistema hamiltoniano é dado por:

oH

q'(t) = o = (p1,P2,P3)

P

oH
") = ——— = — (@11 792 @d2—d3 @d3—d1 .
p'(t) R ( , , )

Pode ser verificado, via colchete de Poisson {H, Fi} = 0, que s3o integrais primeiras:

Fi(q,p) =p1 +p2+7p3

1
F2(q,p) =5 (p1+1p2—2p3) (P2 +P3—2p1) (P3+P1—2p2)—

— (p1+Pp2—2p3)e? %2 — (p2+p3 — 2py)e B —

—(p3+p1—2py)et @

Além disso, pode ser verificado que estdo em involugdo, ou seja, {Fq, F2} = 0. Portanto atende
as condi¢cdes do teorema de Liouville, dai o sistema pode ser completamente resolvido por

quadraturas.
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